Part I

Théorie des réseaux de neurones

1 Backward propagation a travers le réseau

En utilisant la regle de la chaine :
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Connaitre 2 et 2¥ nous assure donc de connaitre 2.
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Or on a, toujours d’apres la regle de la chaine :
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2 Fully connected

Forward propagation :
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Backward propagation :
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Démonstration :

Regle de la chaine :
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Regle de la chaine :
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3 Activation Layer

Forward propagation :

Y = [f(x1) - flzi)]
Backward propagation :

o8 _or
0X 9y
Ou ® est le produit d’Hadamard.

OF(X) = [BE < @) - FEx ()]

Démonstration :

On remarque i=j
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4 Théorie des GAN

4.1 Définitions

Définition 4.1.0.1 Tribu :
Soit E un ensemble. On appelle tribu tout sous-ensemble A de P(E) tel que :

e e A
o siAc A, alors Ac A

o si (An)nen est une suite de A, alors Upen Ay, € A

Un espace mesurable est un ensemble muni d’une tribu.

Définition 4.1.0.2 Mesure :
Soit (E, A) un espace mesurable.
On appelle mesure sur E toute application p: A — RT vérifiant :

o u(0)=0

o Si (Ap)nen est une suite d’éléments de A deuz a deux disjoints, alors

N(UHGNAn) = ZneN /“L(An)

Définition 4.1.0.3 Fonction mesurable : Soit (E,T) et (F, A) deuzr espaces
mesurables.
f:E — F est dite mesurable ssi f~1(A) C T

Définition 4.1.0.4 Variable aléatoire continue :
X : Q — R mesurable.

Remarque 1 Les densité de probabilités sont des mesures dont l'intégrale sur
l’espace vaut 1.

Théoreme 4.1.0.1 (2,7, P) un espace probabilisé, X : Q@ — R de loi notée
Px.

Soit ¢ : R — Ry mesurable.

Alors fQ H(X (w))dP(w) = fR ¢(z)dPx ()

Corollaire 4.1.0.1.1 E(¢(X)) = [, ¢(x)f(z)dx



4.2 Discriminant optimal
Démonstration :

On note p, la densité créée par le générateur, p, la densité de données réelles.

A G fixé, on cherche D¢ le discriminant optimal (qui maximise la fonction
D — V(G, D))

V(G,D) = EprT[ZOQ( (z )]+Ez~pz[109(1—D(G(Z))]
7fpr Jlog(D(x) derf p.(2)log(1 — D(G(z)))dz

changement de variable : x = G(z) (par Théoréme de transfert)

J. p=(2)log(1 ~ D(G(2)))dz = [, py(w)log(1 — D(x))dx

Alors

= [, pg(2)log(1 — D(x)) + p,(x)log(D(x))dx
801‘5 f 1:»—>a log(z) +b-log(1 —z), a,b>0

f est maximale en ;%5 sur [0, 1]

Alors V(G, D) < [ py(x)log(1 %)-Fpr(x)log(mg;i%)dx

D¢ (x) € [0,1] (C’est bien une probabilité, cohérent)
On pose C(G) = V(G, D)

pr(7)
pg(CU) + pr(z))

4.3 Divergence de Kullblack-Leibler

Caractere positif :
D(p |l q) = [, p(x) - log(4F)dz = — [, p(x) - log({5)da

> —log( [, p(x) Eg dx) (Inégalité de Jensen)
= —log([, q(x)dx)
=0

Dg(x) =

Cas d’égalité:

La divergence de Kullblack-Leibler est positive.

De plus le log est strictement concave : il ya donc égalité dans 1’égalité précédente
si et seulement si z — 2 E ; est constante p-presque partout.

Alors il existe o € R tel que p =« - q.

De plus, fx p(z)dx = fx g(z)dx =1, donc o = 1 i.e. p = q p-presque partout.



4.4 Divergence de Jensen-Shannon
Caractere fini et distance :
pr 7, J5(p Il q) est ﬁni
2
pll p+q f2 p(x) - log( (I)’fﬁzzx))dx
< fmp ) - log(%5) ) da
<log(2)

La divergence de Jensen-Shannon est bien une distance, car symétrique, posi-
tive, et nulle si et seulement si q et p sont égales p-presque partout.

Calcul de C(G) :

S, pr(@)log (5 Vdw = [, py(@) llog( ity ) — log(2)lda
2

= [, pr(x)log( m)dm—log(m
= D(p, || B3P — log( )

Japg(@)log( pq(ml;li(;?z)) = Jo po(@)[log( pg<f>7+7(:r)(w>)) — log(2)]dx
2

= [, pg(x)log( W(p}u»)di?—log( )
= D(py || 2522 — log(2)

Alors C(G) =2-JS(pr || pg) — log(4)

5 Distance de Wassertein

Soit 6 € [—1;1] Si V(z,y) € P,x = 0,y ~ U([0;1]) et V(z,y) € Q,x = 0,y ~
U([0;1])

0] %0
Dgr(P||Q) = > (1-logg) = +oo
x=0,y~U ([0;1])
Dgr(Q[IP) = > (1-logg) = +oo
xz=0,y~U ([0;1])
Dys@IIP)=5-( X  l-oggz+ X 1-logyy)=log(2)
z=0,y~U ([0;1]) x=0,y~U([0;1])
W(P,Q) = ||
0] =0:

W(P,Q) = Dkr(P|Q) = Drr(Q|P) = D;5(Q|P) = [0 =0



